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�m�`�P���[�^�%���&�&�����[���`�����}�=���)�^ �¡)�}�¢�¢£�¤.����¥[�)¦^�?�C���P£§�`���¢�¢£s�}�e��£s¡)�s�%�^�=�N�&�&�)�}�0¨�}�¢�¢©§��£s��¦ª��¦�«�£§�`��«V¦�����¦^�%���)��¬
­^®ª¯}°^±�¯�²´³µ���;�}�[¤¶£0�s���^�)�/���

ABC
�%�¢£§�µ�§���`�·���&�)�j£§�ª�

a ¸ b ¸ c ¸ �}�)���^�s�&� S ¸£§�`�%«V¦�����¦^�%���)�9���)�^ �¡)�}�¢�¢£�¤	�`¦����`��¬
a2 + b2 + c2 ≥ 4S

√
3 ¹�m���������)�} ª¡)�&���º£c¤�������¡��*£s¦·»��&�º£e©��}�)¼�½¦`¾�¥À¿eÁ&Â*¼�¡ª£	�&���K¦��^Ã`Ã��&�^�s�}�Ä����£§�`�����£0�&�0�`��£s��¦ª�`�&��Å-��£§�`�}Æ��&£s��¾0�&�bÇ=� ¤`Æ�Ã`���[�����*Á �[È Á ¹ ���É¿eÊ&Â ¸ ¦ª�)��¾s�^��Ë��)���&���ÍÌª�}�Ã)�s¦`¦�«�� ¹ ����«��[¾s£ ¸ ���4�}�[¤	£0�e���}�)�/��� ABC

£§�`�P«V¦��¢��¦^�%���)�N�K�^ �¡��}�)¾0�.¦�«z���)�} ª¡)�&���º£s���&����bÌ��&�����H¬
a2 + b2 + c2 ≥ ab + bc + ca ≥ a

√
bc + b

√
ca + c

√
ab

≥ 3
3
√

a2b2c2 ≥ 4S
√

3 ¹���4Á ��Î[� ¸ �[���`�����}�b�}�)�4�%�^�[�%���&�}�|«V¦�¡)�)���N�0£0�s¦ª�)�&�}��Ìª�}�e�§��¦ª�-¿eÏ&Â[¬­^®ª¯}°^±�¯�²ÑÐÉ���;�}�[¤¶£0�s���^�)�/���
ABC

�%�¢£§�µ�§���`�·���&�)�j£§�ª�
a ¸ b ¸ c ¸ �}�)���^�s�&� S ¸£§�`�%«V¦�����¦^�%���)�9���)�^ �¡)�}�¢�¢£�¤	�`¦����`��¬

a2 + b2 + c2 ≥ 4S
√

3 + (a − b)2 + (b − c)2 + (c − a)2 ¹Ò ¦^� ¸ �N�P�/�ºÌª�N�^���}���&�^¼ª�e�}��¾����)�} ª¡)�&���º£c¤��ª¡��?£s¦�Ó^¾���¡)�"ÔVÓ^�}��¿ Î Â ¸ «V¦ª����Õ}�}Æ�¨Ã`���/Ö ¸ �`�}Æ����º¤­^®ª¯}°^±�¯�²Ñ×É��¦ª�b�)¦ª�)¨��)�}���&£s� Ìª�
x ¸ y ¸ z ¸ �^�)��Ã)¦ª���º£s�ºÌª� t ¸ �N�?�ª��Ìª�

xt(x − y)(x − z) + yt(y − x)(y − z) + zt(z − y)(z − x) ≥ 0 ¹»��`�}�
t = 1

Ô¢£§�`�?Æ	¦ª�§£6¾§¦ªÆ�Æ�¦ª�	¾s�^�K�/Ö ¸ £§�����=�����§¡�¾§¾0�}����� Ìª�&� ¤��^ �¡`�ºÌ��&���&��£|£0¦m¬
x3 + y3 + z3 + 3xyz ≥ xy(x + y) + yz(y + z) + zx(z + x) ¸
x3 + y3 + z3 + 6xyz ≥ (x + y + z)(xy + yz + zx) ¹Ó&���)¾0�

x3 + y3 + z3 − 3xyz = (x + y + z)(x2 + y2 + z2 − xy − yz − zx) ¸¦ª�)�N¾s�^�	�}�}���¢�º¤.�)�}�ª¡�¾0�%£§�ª��£
x2 + y2 + z2 +

9xyz

x + y + z
≥ 2(xy + yz + zx) ¹

Ø/Ù�Ú§ÛKÜVÝ Þ0ßeà
c© á§â§â�ã Ø/ä0å�ä§æ�Ý ä0å=çPä�à�ß�èséxä�àcÝ ê�ä0ë/ìsÙKê�Ý ècà�ÛØ/Ü�í�îbçPä�à�ß�èséxä�àcÝ êcÙ�Ü�íÍé�ïzÝ àcß6çPä�à�ß�èséxä�àcÝ ê�ä0ë&çPäsÛÍßKèsé6ð§ñ[Ù�ë íKé|èxòsóÍð/ô õeõcíjè á
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»��%����£
m = 1/x ¸ n = 1/y ¸ �^�)� p = 1/z

£s¦��&��£|£§�`�?�^ �¡`�ºÌ��&���&��£b«V¦ª�0ÆÑ¼)����¦^��¬
­^®ª¯}°^±�¯�²��;��¦ª�b�^�[¤�Ã)¦ª���º£s�ºÌª���s�}�&���

m ¸ n ¸ �}�)� p ¸ �N�?�ª��Ìª�
mn

p
+

np

m
+

mp

n
+

9mnp

mn + np + mp
≥ 2(m + n + p) ¹

� � ��~Vr�u&�h��yx�¢tm�
Ç=¡)�6�s��Ë��)�&Æ��&��£�¦�«�£§�`�P�%�^�[�%���&�}�c�ª�^���`�§���&�"���)�} ª¡)�&���º£c¤.�����^�=«V¦��¢��¦^�?� ¹

­^®ª¯}°^±�¯�²��É���P�^�[¤?£0�e���}�)�/���
ABC

�%�¢£§�N�§���`�9���}�)�j£§�ª�
a ¸ b ¸ c ¸ �^�s�&� S ¸ ���`�e�[����¡)� r ¸�^�)�	¾0���s¾0¡)Æ	�e�^�ª�¢¡)�

R ¸ £§�`��«V¦�����¦^�%���)�9���)�} ª¡)�&���º£c¤C���bÌ��&�����H¬

a2 + b2 + c2 ≥ 4S

√

3 +
4(R − 2r)

4R + r
+ (a − b)2 + (b − c)2 + (c − a)2 ¹

��Z�Y`Y^]
	·���Ä�m�`�}¦ª�s�}Æ�� ¸ �N�-�Í�/£ m = 1

2
(b + c − a) ¸ n = 1

2
(c + a − b) ¸�^�)�

p = 1

2
(a + b − c) ¹ �h�����b¤ª���&���`�

∑


 ��
�� � 


(b + c − a)(c + a − b)

(a + b − c)
+

9(b + c − a)(c + a − b)(a + b − c)
∑


 ��
�� � 
 (b + c − a)(c + a − b)

≥ 2(a + b + c) ¹
�}��£

s
¼`��£§�`�%�Í�&Æ���Ã��&�s��Æ��/£0�&� ¹ Ó&���)¾0�

ab + bc + ca = s2 + r2 + 4Rr
Ô�ÏjÖ

�}�)�
a2 + b2 + c2 = 2(s2 − r2 − 4Rr) ¸ Ô Î Ö

�N�N�`�^��¡�¾§��£§�ª��£
∑


 ��
�� � 

(b + c − a)(c + a − b) = 4r(4R + r) ¹

Ç���£§�`�.¦[£§�`�}� �ª�}�)� ¸ �N�.�ª�/Ìª� (b + c − a)(c + a − b)(a + b − c) = 8sr2
¼}¤�?�&�s¦ª��� � ��¦ª�0Æ.¡`�����ª�`�&�)¾§� ¸ ¦�¡)�|���)�} ª¡)�&���º£c¤C�����§¡�¾§¾0�}����� Ìª�&� ¤��^ �¡`�ºÌ��&���&��£b£s¦

∑


 ��
�� � 


(b + c − a)(c + a − b)

(a + b − c)
+

18sr

4R + r
≥ 4s

�

∑


 ��
�� � 


(s − a)(s − b)

(s − c)
+

9sr

4R + r
≥ 2s

�

∑


 ��
�� � 

(s − a)2(s − b)2 +

9s2r3

4R + r
≥ 2s2r2 ¹

Ò ¦^� ¸ �^¾§¾0¦ª�s�ª���)� £s¦P£§�`�%���)�&��£s�¢£�¤
∑


 ��
�� � 

(s − a)2(s − b)2 =

(

∑


 ��
�� � 

(s − a)(s − b)

)2

− 2s2r2 ¸



�^�

�N�N�ª�/Ìª�
(

∑


 ��
�� � 

(s − a)(s − b)

)2

− 2s2r2 +
9s2r3

4R + r
≥ 2s2r2 ¹

Ó&���)¾0� ∑


 ��
�� � 

(s − a)(s − b) = r(4R + r) ¸ �¢£b«V¦��¢��¦^�?�b£§�ª��£

r2(4R + r)2 +
9s2r3

4R + r
≥ 4s2r2 ¸

�N����¾���¾0�}�	¼)�%�s�/�?�e�¢£e£s�}���^�
(

4R + r

s

)2

+
9r

4R + r
≥ 4 ¹

���s¦ªÆ £§�`�%���)�&��£s�¢£s���}�"ÔVÏ/Öx�^�)��Ô Î ÖH�N�N�`�^��¡�¾§��£§�ª��£
4R + r

s
=

2(ab + bc + ca) − (a2 + b2 + c2)

4S
¸

�Í¦.¦�¡)�bË)�`�}����¡�¾0¾§�&�K�§��¦ª��¦�«h���)�} ª¡)�&���º£s���&�=���
(

2(ab + bc + ca) − (a2 + b2 + c2)

4S

)2

≥ 4 − 9r

4R + r
¸

(

(a2 + b2 + c2) −
(

(a − b)2 + (b − c)2 + (c − a)2
)

4S

)2

≥ 3 +
4(R − 2r)

4R + r
¸

a2 + b2 + c2 ≥ 4S

√

3 +
4(R − 2r)

4R + r
+ (a − b)2 + (b − c)2 + (c − a)2 ¸

£§�`�%���}�§£6¦�«)�N����¾��C���6£§�`�?�)�&�����s�^���s��Ë��)�&Æ��&��£ ¹»��"�s�&Æ	�}�§¥"£§�ª�&£z¼}¤�¡)�����)���[¡`���&� � �6���)�^ �¡)�}�¢�¢£�¤ ¸ R ≥ 2r ¸ �N� �&��£m�h�`�^¦ª�s�&Æ Ï ¹
������� ��~�{��ªt^~�v�r��x�

���%£§�����x�Í�}¾s£s��¦ª� ¸ �N�9�/� Ìª� �K¦ªÆ�� ¼ª�^�§��¾z�^Ã`Ã`�¢��¾s�&£s��¦ª�`�|¦�«`¦�¡)�z�s��Ë��)�&Æ��&��£x¦�«[£§�`��%�^�[�%���&�}�c�ª�^���`�§���&�"���)�} ª¡)�&���º£c¤ ¹ »��?¼)�}�/���P�%�º£§�
�ª±�°
	���¯�²À³ ¹ ���N�}�[¤�£0�s���^�)�/��� ABC

�%�¢£§�%�§���`�}�|¦�«����&�)�j£§�ª�
a ¸ b ¸ c �}�)���%�º£§�?��Õ^�e�[�����

ra ¸ rb ¸ rc ¸ Ã)�s¦&Ìª��£§�ª�&£
a

ra

+
b

rb

+
c

rc

≥ 2

√

3 +
4(R − 2r)

4R + r
¹


 Y}a�i�����Y[U 	����s¦ªÆÑ£§�`�%�N������¨K¥^�)¦^�?���s�&���&£s��¦ª�
ra = S/(s − a)

�^�)�	�¢£e�9�}�`�}��¦`�/¡��}� ¸£§�`�%���)�} ª¡)�&���º£c¤C���"�} ª¡`� Ì��}���}��£|£s¦
a

ra

+
b

rb

+
c

rc

=
2(ab + bc + ca) − (a2 + b2 + c2)

2S

≥ 2

√

3 +
4(R − 2r)

4R + r
¸

�N�`�}�s��£§�`�����}�§£|���)�} ª¡)�&���º£c¤C«V¦�����¦^�?�=«��s¦ªÆ´�m�`�}¦ª�s�}Æ Ê ¹



Á����

�ª±�°
	���¯�²´Ð ¹ ���C�}�[¤?£0�s���^�)�/��� ABC
�%�º£§�P�§���`�}�6¦�«`���&�)�j£§�ª�

a ¸ b ¸ �^�)� c ¸ Ã)�s¦&Ìª�9£§�ª��£

tan
A

2
+ tan

B

2
+ tan

C

2
≥

√

3 +
4(R − 2r)

4R + r
¹


 Y}a�i�����Y[U 	����s¦ªÆ�£§�`�*¾0¦ª�����)�����/� �N���&��£
a2 = b2 + c2 − 2bc cos A ¹ Ó&���)¾0�

S = 1

2
bc sin A ¸ �¢£|«V¦�����¦^�?�6£§�ª��£

a2 = (b − c)2 + 4S · 1 − cos A

sin A
¹

Ç��P£§�`�?¦[£§�`�&�b�ª�^�)� ¸ ¼}¤P£§�`�9£0�e���&¦ª�)¦ªÆ	��£0�e��¾|«V¦ª�0Æ.¡`���^� 1 − cos A = 2 sin2 A

2

�}�)�
sin A = 2 sin

A

2
cos

A

2
¸ �N�?�&�/£

a2 = (b − c)2 + 4S tan
A

2
¹

��¦����)�9£§�`�%�K�}Æ���«V¦ª�6�&�����§���`�}�"¦�«)£§�`��£0�e���}�)�/���
ABC

�}�)���[�`�ª���)��¡)ÃC�N�?¦`¼[£s�&���
a2 + b2 + c2 = (a − b)2 + (b − c)2 + (c − a)2

+4S
(

tan
A

2
+ tan

B

2
+ tan

C

2

) ¹
Ò ¦^��£§�`�����)�} ª¡)�&���º£c¤C«V¦�����¦^�?�=«��s¦ªÆ´�m�`�}¦ª�s�}Æ Ê ¹�m�`�%«V¦��¢��¦^�%���)� �^�s������«�£6�^�"�§Õ^�}�s¾0���Í�&�&¬
�ª±�°
	���¯�² × ¹ ���Ä�}�[¤ £0�s���^�)�/���

ABC
�%�º£§���§���`�}��¦�«9���&�)�j£§�ª�

a ¸ b ¸ c
�^�)�
�%�º£§�¾§¦ª�s�s�}��Ã�¦ª�)�����)�?�§Õ[�e�^�ª�¢���^�)���&�¢£s�º£s¡��)�&�

ra ¸ rb ¸ rc

�^�)�
ha ¸ hb ¸ hc ¸ Ã`�s¦}Ìª��£§�ª��£

1

hara

+
1

hbrb

+
1

hcrc

≥ 1

S

√

3 +
4(R − 2r)

4R + r
¹

�ª±�°
	���¯�² � ¹ ���C�}�[¤?£0�s���^�)�/��� ABC
�%�º£§�P�§���`�}�6¦�«`���&�)�j£§�ª�

a ¸ b ¸ �^�)� c ¸ Ã)�s¦&Ìª�9£§�ª��£
1

b + c − a
+

1

c + a − b
+

1

c + a − b
≥ 1

2r

√

4 − 9r

4R + r
¹

�ª±�°
	���¯�² � ¹ ���C�}�[¤?£0�s���^�)�/��� ABC
�%�º£§�P�§���`�}�6¦�«`���&�)�j£§�ª�

a ¸ b ¸ �^�)� c ¸ Ã)�s¦&Ìª�9£§�ª��£
a2

b + c − a
+

b2

c + a − b
+

c2

a + b − c
≥ 3R

√

4 − 9r

4R + r
¹

¿c»��N�)¦[£0�%£§�ª�&£"¼}¤4¾§¦ªÆ	¼ª���ª���)��£§�`�P�^¼)¦&Ìª�%�%�¢£§� �[¡`���&� � �%���)�} ª¡)�&���º£c¤ ¸ R ≥ 2r ¸ �N�¦`¼�£e�}���C£§�`� �N�}�^¥^�}�b�s�}�§¡`�¢£
a2

b + c − a
+

b2

c + a − b
+

c2

a + b − c
≥ 3R

√
3 ¸

�N����¾����s�&Ã)�s�&�Í�&��£s�%�}��¦�����Ã`�s¦ªÃ�¦ª���}��¦�« �&�}¡)�s�&��£ �º�¢¡����}�`�}�º£0¦ªÃ)¦����&£�£§�`���m¦ªÆ��^�ª���^��sÅ
Ç��`�}�}Æ Ó^�����}¾s£s��¦ª�.�`�}�0£ ¸ �`�&���.����Á �^� � ¹ Â



Á��[Á

�ª±�°
	���¯�²�� ¹ �����}�[¤.£0�s���^�)�/��� ABC
�%�¢£§�������)�&�9¦�«m���}�)�j£§�ª�

a ¸ b ¸ �^�)� c ¸ �^�)�C�%�º£§�¾§¦ª�s�s�}��Ã�¦ª�)�����)�?�§Õ[�e�^�ª�¢�
ra ¸ rb ¸ �^�)� rc ¸ Ã)�s¦&Ìª��£§�ª�&£
ra

a
+

rb

b
+

rc

c
≥ s(5R − r)

R(4R + r)
¹

�ª±�°
	���¯�²�� ¹ ���C�}�[¤?£0�s���^�)�/��� ABC
�%�º£§�P�§���`�}�6¦�«`���&�)�j£§�ª�

a ¸ b ¸ �^�)� c ¸ Ã)�s¦&Ìª�9£§�ª��£
1

b + c − a
+

1

c + a − b
+

1

c + a − b
≥ 1

2r

√

4 − 9r

4R + r
¹

�ª±�°
	���¯�²�� ¹ ���C�}�[¤?£0�s���^�)�/��� ABC
�%�º£§�P�§���`�}�6¦�«`���&�)�j£§�ª�

a ¸ b ¸ �^�)� c ¸ Ã)�s¦&Ìª�9£§�ª��£
1

a(b + c − a)
+

1

b(c + a − b)
+

1

c(a + b − c)
≥ r

8R

(

5 − 9r

4R + r

) ¹
�ª±�°
	���¯�²�� ¹ ���C�}�[¤?£0�s���^�)�/��� ABC

�%�º£§�P�§���`�}�6¦�«`���&�)�j£§�ª�
a ¸ b ¸ �^�)� c ¸ Ã)�s¦&Ìª�9£§�ª��£

1

(b + c − a)2
+

1

(c + a − b)2
+

1

(a + b − c)2
≥ 1

r2

(

1

2
− 9r

4(4R + r)

)

¹
�h¯	��¯�±�¯�

�j¯��
¿sÁ�Â � ¹ »��&�º£e©��}�)¼�½¦`¾�¥ ¸ ½� ¼`�}�¶�����)���"�)�/���&��¾���¡)�)� ��� �)�&� �=�s�&���^¾�¥^�Í�&�}¦ªÆ��/£0�s��� ¸� f ���mX/W	f���� o�� �hX��[X � � o�� �)Z ��] � ¸ �NÔ�Á � Á � Ö ¸ �)¦ ¹ Áj��Ï ¸ Á Î�� ��Á � È ¹
¿sÏ�Â � ¹ Ìª¦ª�M�[���`�����}� �}�)� � ¹ ���[�^�%���&�&� ¸ �[���ª���&� �m�&���&£s��¦ª�)�}� ��Æ �=�s�&���^¾�¥ ¸� Y[W	W�X�U ��f}Z � � � f ���mX/W	f���� � ���NXÍa��}X ��� � � ¸ ³��PÔVÁ �[Î�� Ö ¸ �)¦ ¹ Á ¸ Î Á È � Î Ï È ¹
¿ Î Â! ¹ Ò ¹ »���£s�K¦ª� ¸ Ó^¾���¡)� � �%���)�} ª¡)�&���º£c¤ ¸#" �hX � f����hX�W	f ��� � f&a%$Hf�&jX�� ��X ¸ ×'�CÔ�Á � Ê^Ê/Ö ¸Ï�� � �[Ï�� � ¹
¿ �[Â)( ¹ Ó�£0�����ª��� ¸ ���)�} ª¡)�&���º£s���&��¾0¦ª�)¾§�&�0�ª���)��£§�`�*���`�e�[����¡)���^�)�É¾0���s¾0¡)Æ	�e�^�ª�¢¡)��¦�«��£0�s���^�)�/��� ¸+* acX/W�X�U �cXNg)X/Z � f ���mX/W	f����-, ¸ ³��PÔ�Á �[È[Î Ö ¸ Á[Ï � �[Á Î Á ¹
¿sÊ�Â). ¹ �ª�)�&��� ¸ ��Z�Y0/}a�X�W21 
 Y}a3� ��U
4 
 �VZef���X�4 �cX o ¸ Ó}Ã`�s���)�&�}�65|�}�e���^� ¸ Ò �/�87�¦ª�0¥ ¸ Á �[� � ¹
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